Conceito e o plano cartesiano:

A geometria analitica é, basicamente, o estudo da geometria dentro de um
plano cartesiano. Por isso, para comecar a estuda-la, é necessdrio rever os principais
conceitos de um plano cartesiano.

y Em um plano
i cartesiano existem dois
22 Quadrante 12 Quadrante eixos: o horizontal,
chamado eixo das abcissas
> (eixo da variavel x), e o
(21) vertical, o eixo das
coordenadas (eixo da
> x varidvel y). Eles se cruzam
no ponto que chamamos
de origem, no qual as duas
s -2 o \(;?riz.é\veis 550. iguais 3 0. A
| ireita da origem, os
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32 Quadrante 4° Quadrante valores de x sdo positivos,
e a esquerda, negativos.

De forma andloga, os
valores do eixo y sdo positivos a cima da origem e negativos a baixo.

No plano cartesiano, existem pontos que se referem as varidveis x e y. Eles sdo
escritos na seguinte notacdo (x,y). Essa notacdo refere-se a um par ordenado.

No exemplo de par ordenado (2,1), x=2 e y=1. No par ordenado (0,4), x=0 e y=4.
Jaem (4,-5), x=4 e y=-5.

Entdo, em geometria analitica, quando um exercicio se refere a um ponto P, ele
procura um par ordenado (xp, yp).

Para finalizar esse tdpico, resta comentarmos sobre os quadrantes do plano
cartesiano. Como os eixos dividem o plano em 4 quadrados, dizemos que existem 4
guadrantes. No primeiro, todos os pontos existentes sao positivos. No segundo, a
variadvel x é negativa e a y é positiva. No terceiro, ambas as variaveis sdo negativas. Ja
no quarto, a variavel x é positiva e ay é negativa.

Exemplos:

Par ordenando (1,3) - primeiro quadrante
Par ordenado (-1,3) - segundo quadrante
Par ordenando (-1,-3) - terceiro quadrante

Par ordenado (1,-3) - quarto quadrante




Distancia entre dois pontos
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Agora que ja vimos o que é um plano
cartesiano e o que um par ordenado, vamos
ver como calcular a distancia entre dois pontos
de um mesmo plano. 2 Y Y

Considerando os pontos do plano 1
cartesiano ao lado, sabemos que: A(1,2);
B(3,2) e C(1, -2). Como o ponto A e o ponto B T P RS R ARaNE (e
estdo na mesma coordenada (ou seja, oy de =
ambas é igual), para calcular sua distancia, b C.
basta ver a diferenca do x dos dois pontos.
Entdo, a distdncia entre A e B é igual a 3-1=2.
De forma parecida, é possivel calcular a g
distancia entre os pontos A e B, que estdo na
mesma abcissa (ou seja, seu x € igual), entdo soé precisamos calcular a diferenca doy
entre esses pontos, que é 2-(-2)=4. Mas, como fazemos para calcular a distancia entre
o ponto B e o ponto C, se esses pontos ndao possuem o mesmo x nem o mesmo y? Para
isso é necessario usar a formula de distancia entre os dois pontos, que é (sendo A e B
dois pontos genéricos):
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d(A,B) = \/(xg— x4)> + (yg — ¥2)?
Obs: d= distancia

Entdo, a partir dessa formula, podemos calcular a d(B,C).
d(B,C)= /(1 —3)2 + (2 — (—=2))%=+/—22 + 42= V4 + 16=V20= 2\/5

Resumindo, podemos calcular a distancia entre dois pontos utilizado as seguintes
formulas:

Se os pontos A e B forem paralelos ao eixo x:  d(A,B) = | xg—x,]|

Se os pontos A e B forem paralelos ao eixo y: d(A,B) = |¥p—Yal

Para qualquer outro caso:  d(4,B) = (xg— x)% + (g — ¥2)?

Pontos colineares

Pontos sdo colineares quando formam uma reta. Por exemplo:
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No primeiro exemplo, os pontos sdo colineares, ja que é possivel tracar uma
reta entre eles. Ja no exemplo 2, ndo é possivel tracar uma reta, entdo os pontos nao

sdo colineares.

Para comprovar a condicdo de alinhamento de 3 pontos, é necessario que a
equacdo dessa determinante seja satisfeita:

x1 yl 1
x2 y2 1 |=0
x3 y3 1

Retas e funcoes

Ja sabemos que quando pontos sdo colineares eles formam uma reta. Porém,
guando temos dois pontos dados, como podemos encontrar a equagado dessa reta?

Para isso vamos rever os principais conceitos de uma fun¢ao de primeiro grau.

Sabemos que em qualquer funcao, toda variavel x precisa ter umy
correspondente (e somente 1). Vamos ver como isso funciona em uma funcgao de

primeiro grau.

Nesse exemplo, quando x=0, y=0. Quando
x=1, y=1. Quando x=2, y=2. E assim continua.
; Entdo, podemos perceber que para cada valor de
I X, existe um valor de y correspondente.

-4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4

Toda fungao de primeiro grau é definida
pela equacao geral: ax+by+c=0, sendoa,bec
numeros reais, a#z0 e b#0 e (x,y) um ponto
genérico.
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Também podemos trazer essa fungdo a uma equacao reduzida, da seguinte
. —-a —C ~ .
maneira: ax+by+c=0 — -by=ax+c - y= X+~ Nessa equacdo reduzida, podemos

. —-a , . . —C , . .
dizer que —=m, que serd o coeficiente angular na reta, e —= q, que sera o coeficiente
b b

linear da reta.
Assim, chegamos que a equacao reduzida é: y=mx+q.

E importante conhecer essas duas formas de se escrever a funcio de primeiro
grau, pois as duas sdo usadas na geometria analitica.

Exemplos: 2x-3y+6=0 (equacdo geral)

3y=2x+6 — y=§x+§ - y=§x + 2 (reduzida), entdo, m=§ eq=2
4x-y+6=0 (equacdo geral)

y=4x+6 (reduzida), entdo m=4 e =6

2y=4x+8

y=2x+4 (reduzida), entdo m=2 e g=4

4x-2y+8=0 (geral)

Como exemplo, vamos pensar em alguns pontos que pertencem a fungao y=x+2
para desenha-la no plano cartesiano. Sabemos que seu coeficiente angular (m) é igual
a 1 e o seu coeficiente angular é igual a 2.

Dica: sempre que for tragar uma reta, faca
uma tabela relacionando valores de xe y 2
para encontrar pontos, assim como o B
exemplo acima.

Podemos ver que com dois
pontos, ja é possivel tracar uma
reta. Mas podemos desenhar

infinitos pontos sob uma reta.




Algo interessante é que quando conhecemos 0s pontos que passam por uma
reta, conseguimos calcular o coeficiente angular da reta a partir deles.

Usamos a seguinte formula: m = by

Ax
Sendo Ay a variacdo do y entre dois pontos, ou seja, Ysinal- Yinicial (OU Y2-y1), € Ax
a variacdo do x entre dois pontos, ou seja, Xfinal-Xinicial (OU X2-X1).

Vamos demonstrar isso com o exemplo dado acima.

2—y1 3-2 . ., ,
= zz 11 ym=1— =1. Assim como ja haviamos descoberto.

Agora, se um exercicio nos fornecer dois pontos, por exemplo A(-3,3) e B(3,2),
como podemos achar a equacdo dessa reta?

Vamos primeiro encontrar o coeficiente angular (m).

_Yy2-y1
_x2—x1
_2-3 1
T 3-(-3) 6

Entdo, ja temos que y=%1x+ q

Para achar g, vamos escolher um dos pontos que passa por essa reta e

substituir na equacdo acima. Vamos usar o ponto A. Entdo, 3=-3 - (_?1)+q - 3=§+q -

a=3
Entdo, a equacgado reduzida da reta sera 2
y="rx, A‘\ B
6 3 pseaseetti
Como podemos ver, a reta cruza o eixo y no :
ponto (O, g), sendo g mais ou menos iguala 2,4. 0 S RN ERETRRT IEEEEIEEEETERES:

ponto que a funcdo de primeiro grau cruza o eixoy
é sempre igual ao coeficiente linear da reta.

Agora vamos fazer a operagdo inversa. Vamos verificar se os pontos A(0,2),
B(3,3) e C(-1,1) pertencem a reta r: y=x+2. Para isso, basta substituir os pontos na
equacao da reta..

A: 2=0+2 — 2=2 (verdade, entdo o ponto A pertence a retar)
B: 3=3+2 — 3=5 (falso, entdo o ponto B ndo pertence a retar)

C: 1=-1+2 — 1=1 (verdade, entdo o ponto C pertence a retar)



Retas paralelas e perpendiculares

Algo interessante em relacdo aos coeficientes angulares das retas é que
podemos descobrir se duas retas em um mesmo plano sao perpendiculares ou
paralelas a partir dos coeficientes.

Supondo duas retas, re s.

Quando ms=mys, as retas sao paralelas. Por exemplo:

r:y=2x+4 2 r S

S: y=2x+6

Xe | yr Xs | Ys

0 4 114 ErgE==s JEESTyEEEEERES T
2|0 3(0

Como é possivel ver na imagem acima, as retas r e s sdo paralelas, assim como
poderiamos concluir vendo a equacado reduzida das retas, ja que o coeficiente angular
de ambas é 2.

Quando duas retas sdo paralelas, é usada é seguinte notacdo: r//s

No caso das retas perpendiculares, ou seja, retas que formem um angulo de
902 entre si, os coeficientes angulares se relacionam da seguinte maneira: ms - m,=-1.
Ou seja, o coeficiente angular de uma reta é o inverso da outra e possui sinal oposto.

-1 1
Por exemplo, se ms= 3, mr=—. Se ms=-, mr=-2.

Vamos pensar nas retas:

r:y=2x+3
1
S y—7x+2
xr|yr Xs |Vs FuESSEcERE 8t EESEL B3, ik
0|3 0|2 2
11 2 |0

Como é possivel perceber tanto pela imagem quanto pelos coeficientes
angulares das retas, que sdo inversos e possuem sinal oposto, as retas sdo
perpendiculares.




Ponto médio

(w2,92)
Quando temos dois pontos, podemos usar a (‘rl T T2 s + y2)
seguinte férmula para encontrar o ponto médio deles. 2 2
Ou seja, esse ponto
(z1,91)

Exemplos:

1) Encontre o ponto médio (xm, ym) dos pontos A(-2, -3) e B(6, 3)
—-2+6 4
Xm: == 2
2 2
=343 _
Ym: ——=

Entdo o ponto médio é (2,0)

2) Encontre a reta perpendicular aretas: y=_71x+4 e que passa pelo ponto
médio de A(3,5) e B(1,3)
Esse exercicio exige alguns passos. Vamos comegar encontrando o ponto
médio dos pontos Ae B

341 4
Xm: —— =-=2
mo T2

543 8

—=-=4
Ym = =3

Entdo o ponto médio é (2,4)

Agora temos que encontrar a reta que passa por esse ponto. Vamos chama-
la de r. Sabemos que ms=_71. Comoms - mr=-1, mr=2.

Com isso, sabemos que a equacgdo reduzida de r é y=2x+q

Vamos achar g substituindo o ponto médio na equagao acima: 4=2 - 2+q —
4=4+q - q=0

Portanto, a equacdo da reta r é y=2x.

Distancia entre ponto e reta

Ja sabemos encontrar a distancia entre dois pontos, agora vamos aprender a
calcular a distancia entre um ponto e uma reta. Para isso, usamos a seguinte férmula.

Nessa formula, utilizamos a equacao

geral de uma reta e a relacionamos com

p\(\x" Ye) ax+by+c=0

o par ordenado do ponto que estamos
tratando. E importante que o valor dessa
relacdo sempre seja expresso em

d. =lax, +by, + ¢ modulo, ja que distdncias nunca podem
va® + b? ser negativas. Vale lembrar que a,be c



sdo numeros reais, sendo az0 e bz0, e (x,y) € um ponto genérico, de
numeros reais também.

Importante: com essa formula, encontramos a menor distancia possivel
entre o ponto e a reta. Ou seja, se tracarmos uma reta ligando esse ponto e a reta
em questdo, elas formariam um angulo de 902, o que é possivel ver na figura
acima.

Vamos demonstrar com um exemplo de como calcular essa distancia.
Se P(3,3) e r: y=x+2, qual a distancia entre o ponto P e a reta r?

Primeiro, como a equacdo da reta fornecida estd na forma reduzida,
precisamos passa-la para a equacdo geral. Nesse caso, basta mudar o lado doy.
Teremos que r: x-y+2=0.

Agora vamos aplicar a férmula. A partir da equacao geral da reta, sabemos que
a=1, b=-1 e c=2. Como P(3,3), xp=3 e yp=3. Entao:

1534 (—1)%3+2] _13-342 _ 20 _V2
T JD2r)? - d= V2 _)d_\/i - d= 2

Circunferéncia

Uma circunferéncia é uma figura geométrica, pertencente ao plano, formada
por infinitos pontos, sendo que todos eles possuem a mesma distancia do seu centro.

Entdo, os principais componentes de uma circunferéncia sdo: o raio e o centro.
O raio é exatamente essa distancia entre os pontos que formam a circunferéncia e o
seu centro.

O centro de uma circunferéncia é

> <

: um ponto, e podemos nos referir a ele
como um par ordenado no plano
cartesiano, C(xc, yc). No exemplo ao lado,
vemos uma circunferéncia com o centro
1 C(0,0). Podemos perceber pela imagem
L que a distancia entre o centro e os

-4 -3

pontos da circunferéncia é igual a 2, e,
portanto, o raio dela é igual a 2. Ou seja,

qualquer ponto dessa circunferéncia esta
£ a uma distancia de 2 de seu centro.
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Mesmo as circunferéncia serem figuras geométricas, podemos escrever uma equacao
. . . . g " 2
algébrica para nos referirmos a elas. Essa € a equagdo: 42 = (x — x)2+ (v —ye)




Nessa equacao, X e y. referem-se ao par ordenando do centro da
circunferencia, e r é o raio. Entdo no caso da circunferencia do exemplo, cujoraioé 2 e
o centro é C(0,0), a equacdo seria: 22=(x-0)%+(y-0)? — 4=x2+y2.

Agora vamos ver outro exemplo. A

circunferéncia desenhada ao lado possui

centro no ponto C(-1,1) e raio igual a 3.

Entdo, a partir dessas informacdes, ja

podemos escrever a equacao dessa

circunferéncia, que sera: 3%=(x-(-1))%+(y-1)?
/7 5 72X 5 9=(x+1)%+(y-1)2
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Retas e circunferéncia

Alguns exercicios trabalham com retas e circunferéncias simultaneamente.
Podem ter 3 casos:

Reta tangente Reta interna Reta externa
y y y
A A />/

N
) ) -\; 1 2 3 I, 72 X i 3

Quando uma reta é tangente a circunferéncia, as duas se encontraram em
somente 1 ponto. Quando a reta é interna, ela cruza a circunferéncia em 2 pontos. Ja
guando a reta é externa, ela ndo cruza a circunferéncia em nenhum ponto.

Vamos supor o seguinte caso:

Uma reta r de equacao 3y=4x+6 é interna, externa ou tangente a circunferéncia
de equacdo (x+2)%*+(x-1)2=9?



Para saber isso, vamos achar a distancia entre o centro da circunferéncia e a
reta. Se essa distancia for igual ao raio, a reta é tangente. Se a distancia for menor que
o raio, a reta é interna. E se a distancia for maior que o raio, a reta é externa.

Vendo a equagao da circunferéncia, sabemos que x.=-(2)=-2 e y.= -(-1)=1.
Ent3o C(-2,1). Como r?=9 — r=4/9= 3.

Agora vamos achar a distancia entre o centroe aretar.

A equacdo geral da reta r serd 4x-3y+6=0, entdo a=4, b=-3 e ¢=6. Como faremos
a distancia em relagdo ao centro da circunferéncia, x,=-2 e y,=1.

_|4+(=2)+(=3)*1+6] _ |-8-3+6] _I=51 _5_
d= JaZ+(-3)? = % o 9t

Como d=1 e r=3, a distdncia € menor que o raio, entdo essa reta é interna a
circunferéncia.

Vamos ver isso no plano cartesiano:

3y=4x+6

X | ¥
0 2
-1,5 0
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Inequacgdes

Em geometria analitica, também é possivel que uma reta ou uma circunferéncia fagam
referéncia a uma determinada drea de um gréfico, e nesse caso, sao escritas em forma
de inequacao.




y Por exemplo, se temos que y>x+1, significa que

N

s gueremos saber todos os pontos do plano nos

3 quais y € maior que x+1.

? Para descobrir, primeiro tracamos a reta y=x+1
X y

L [ A e 1 2 3 72X

£ 0 1

= -1 0
Em qual regido desse grafico y>x+1?
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Para descobrir isso, vamos supor
um , como P(0,0). Em P(0,0), y é maior que x+17?

Vamos substituir os pontos em nossa inequagao: 0>0+1 — 0>1 (falso). Entao
sabemos que em (0,0), y € menor que x+1. Entdo em toda a regido na qual o ponto
(0,0) esta inserido, y também serd menor que x+1.

. Entdo, a drea na qual y é maior que x+1 é a drea
g A . Ou seja, toda a
3 A regido que esta pintada de laranja no grafico ao
Rgase”: lado. Vamos comprovar com um ponto dessa

regido, por exemplo, (-3,0).

>x  0>-3+1 — 0>-2 (verdadeiro).

7B Outro fator importante é que os pontos que
o i pertencem a reta y=x+1 ndo se enquadram na
e = condi¢do da inequacao, pois ela pede os nUmeros
-4 de y que sdo maiores (>) que x+1, e nao maiores
ou iguais (). Por exemplo, o ponto que pertence
areta A(3,2). 3>2+1 — 3>3 (falso, 3 é = a 3). Por isso, desenhamos a reta no grafico de

maneira

Agora vamos ver um exemplo com uma circunferéncia.
Se (x-2)*+ (x-1)?< 4, qual regido do plano devemos pintar?

Primeiro, vamos desenhar essa circunferéncia, cujo centro é (2,1) e o raio é

Va=2.




y Nesse caso, temos duas regides que precisamos

4 considerar, a interna e a externa a circunferéncia.
Vamos utilizar o mesmo raciocinio que utilizamos
no exemplo da reta acima. No ponto (0,0), (x-2)%+
(x-1)% é menor ou igual a 4?

o \ ———~—/->x Vamos testar: (0-2)*+(0-1)*< 4 — 4+1<4 -
E 5<4(falso).
2 Entdo como (0,0) é um ponto externo a essa
-3 circunferéncia, a area que deve ser pintada é a
B interna, como acontece no desenho ao lado.

Também podemos pensar que sempre que uma inequacao de circunferéncia pedir
uma regiao essa area sera

Agora vamos pensar em um caso misto. Vamos supor que temos duas

inequacoes.
{ y>x+1 N q dics ] id
esse caso, as duas condigdes precisam ser cumpridas
(x—2)*+ (x—1)*< 4

Entdo vamos comecar desenhando essa reta (a mesma do primeiro exemplo) e
essa circunferéncia (a mesma do segundo exemplo).

Primeiro, vamos pintar as regides que satisfazem as duas inequagdes, primeiro
a da reta (ndo podemos esquecer de desenha-la de maneira pontilhada, ja que os
pontos que pertencem a reta ndo satisfazem a inequacao), e em segundo a da
circunferéncia.




Geometria analftica
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A resposta para esse exercicio sera a
area em comum entre as duas imagens
acima, que corresponde a area pintada na

figura ao lado.




